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Hagumen

Se resuelve la ecuacidn del calor 3%15 =e¢ATen 1a poreifn sélida de
un material inicialmente fundido, durante la etapa de extraceidn
ie pcalor. El método usado, debido a Megerlin, es aplicado a gecme-
trfas plana, cilindrica y esférica bajo des tipos de transferencia
ig calor: constante y convectiva. Se analizan hipbtesis y se indi-
ca el procedimiento a seguir en la etape acumilativa. 3e obtienen:
1z velocidad de avance ¥y la posicidén de la superficie de interfase
s6lido=1{quido en funcidén del tiempo, los campos de temperatura
dentro de la Tase sblida, las temperaturas de extraccidn del ca-
lor, los flujos de calor en transferencia convectiva y los tiem-
pog para congelamiento total. Se analizen resultados analfticos y
muméricos. Se dan férmulas aproximadas y estimaciones de los erro-
res cometidos.

SOLAR THERMAL ENERGY STORAGE BY PHASE CHANGE. HEAT CONDUCTION IN
PHASE CHANGE ELEMENTS OF VARIOUS GECMETHIES.

tbhatract

The heat conduction equation 3/_%-& = o AT for the solid portion of
an initially melted material is solved, during the heat extraction
step., Megerlin’s method is applied to plane, cylindrical and sphe—
rical geometries, under two heat transference conditionsa: constant
and convective. The hypotheses are analized and the procedure for
the accumiletive step.is pointed out. The velocity and positior of
the solid-ligquid interphase surface a=z function of time, the tem-
perature field in the solid phase, the heat extraction temperatu-
re, the heat flux under convective transference and the time for
total freezing are obtained. The analyticsl and numerical results
are analized. Approximated formulas and estimatiecns for the =rrors -
introduced sre cbiained.
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1= Introduccibén:

Uno de los problemas fundamentales a resolverse en el came
po del aprovechamiento de la Energla Solar es el de la acumulacidn
de energfa térmica (calor) durante los perfodos de alta irradia-
cién, para ser entregada al usuario durante los perfodos de baja i-
rradiacifn. En la sctualidad se contemplan dos posibilidades dis-
tintas para la acumulacidn de esta energis: como calor sensible
(caso de los acumiladores de lecho sélido poroso, o de las pozas
solares), o bien como calor latente (caso de los acumuladores con
elementos que cambian de fase), como se indica en|[l]. En ambos ca-
go8 la acumilacibn y extraccidn de calor se realiza por medio de
un fluido (gue en general no forma parte del sistema ascumulador,
salvo casos especiales como el de las mencionadas pozas solares).

Parte fundamental de un scumulador por cambio de fase son
los elementos de cambio de fase que lo componen (ecf). De sus for-
mas, tamsfios, empaquetamiento y material de cambio de fase conte-
nide (mef), dependeri el rendimiento y la respuesta del acumulador
ante solicitaciones térmicas uxteriﬂrﬂa[z}. El empaguetamiento y
la forma de los ecf, junto con las condiciones del fluido intercam=
biador de calor fijan el coeficiente h de transferencia convectiva
en el scumulador (que supondremos constante en el rango de tempera-
turas de interés), el cual ha de ser un pardmetro de valor conocido
en este trabajo. Nuestro propfsito es estudiar el proceso de extrac-
cifn de calor en uno de los ecf, en loe casos en gque toma forma de
paralelepipedo chato (una arista mucho menor que las otras dos),
gilindro alargade (radio mucho menor gque el large) o ssfera, segin
3e indicg en la fig-l.

El presente trabajo completa el de Shamsundar y Eparrav[l],
lo extiende a otras geometrias, extrae nuevos resultados no contem-
plados por los mencionados autores y los aplica a problemas de Ener-
gila Solar con transferencias convectivas de bajo salto de temperatu-
ra (caso en gque se calients agua o aire con colectores planos).

2= Comsideraciones fisicas del problema:

Durante la etapa de extraccidén de calor, el mef contenido en
un ecf solidifica desde la superficie hacia el interior, cediendo e-
nergia al exterior por intermedio de un flufdo. Esta etapa es erfti-
ca para el buen funcionamiento de un acumulador pues el mef que =so-
lidifica desempefia el papel de fuente caldrica para el sistema extew
rior. 81 existe una cafda sustancial de temperatura a través de la
capa s0lidificada, hay un correspondiente decrecimiento en la tempe-
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==turs 2 la cual la energfa es aprovechsble[3], con lo cual la e-
Siciencia termodindmica de eventuales sistemas de potenmcia alimen—
%22os por el acumulador disminuye, o, en caso de ser usado para a-
comiicionamiento ambiental, la temperatura de la vivienda disminu-
Fe por debajo de los limites de confort, con los evidentes incon-
vemienies de ambas situaciones. Con el objeto de disefiar scumula-
Zores eficientes y estables, resulta entonces de interés encontrar
=L campo de temperaturas 7=T(7t)para todo punto T al tiempo t en
=L interior del ecf, la temperatura 7,~7,(f)e que se extrme el ca-
Zor en su superficie exterior, el flujo de calor (cal/cn’ s) j=70¥
en dicha superficie, la relacidén de masss en distinta fase para to-
=0 instante y toda otra informacién térmica pertinente. Tal el ob-
jeto de este trabajo.

Se contemplan, para cads geometrdia de las ya indicadas, dos
Zecanismos de transferencia de calor en la superficie del ecf:

a) transferencia con flujo de calor constante je
©) transferencia convectiva con coeficiente constante h,

=- Segundo de ellos se reduce al primeroc cuando la diferencia entre
“= temperatura T, de cambic de fase y la temperaturs T, del flufde
intercambiador es muy grande (I,%>T_), o bien si la conductividad
k, el calor latente A y el calor especf{fico ¢ del mof en fase 86li-
dz se hacen suficientemente grande, grande y chiceo respectivamente
(£;A=> 92 ; ¢=>0), 0 bien si el voltmen del eof se reduce suficien—
temente (R—>0), o bien i se dan cualesguiera de estas circunstan—
cias combinadas. Desde el punto de vista formal, esto implica cier-
te condieidn sobre los pardmetros adimensionales del problama, gue
veremos mds adelante, En el uso de acumuladores como foco calien-
ve paras sistemas de potencia ez conveniente que el mef posea Tempe-
ratura Ty elevada, siendo aptos pars easte fin metales como el esta—
fio 0 sales idnices como el fluoruro de litio[3]; en estos casos, el
mecanismo a), favorecido por una alta conductividad caldrica ¥y bajo
calor especifico, es el més apropiado para describir el problema.
En uso pars aclimatacifn de viviendas, es casi cbligatorio el mode-
lo b), pues conviene gue el mef posea temperatura T, no superior a
60°C, como en el caso de las parafinas o los cristales de sales hi-
dratadas, cuys conductivided es baja y cuyo calor especifico ez al-

ta[1].

Con el objeto de simplificar el problema, las geometrias de
le fig-1 se idealizan: se supone que el mecf estd ubicado entre dos
superficiea planas paralelas de extensidén infinita, o bien dentro
de un cilindro de longitud infinitas, o bien dentro de una esfera;
en cualguier caso, la extraccidn de calor se produce en las super-
ficies que limitan el eef. A cada geometria ase agsigna un indice n
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cuyo valor se indica en la figurs. Se dibujan allf, ademds del
sistema de ejes ortogonales de referencia elegido, las coordena-
das a usarse en la solucidn para cads geometrfa (cartesianas para
n = 0, cilindricas para n = 1, esféricas para n = 2),

Se toma como condicidn inicial, 2 t = 0, el ecf completa-—
mente lleno por mef en fase liquida a temperaturs Ta « En cuai-
quier tiempo t+>0 existen tanto fase liguida (L) como s6lida (S).
Se supondrd gque el contorno de separacidn de ambas fases posee la
miema geometria que el ecf correspondiente (ver la fig-2) y aue
las densidades de las fases 5 y L son idénticas (f,=f = Ff ). la
primera hipStesis es admisible en virtud de la simetria del pro-
blema y de un mecanismo de autorregulacién: si la capa aélida a-
delgaza en clerto punto respecto de los demds, el incremento en el
gradiente de temperatura que correspondientemente se produce en
ese punto aumenta allif el flujo térmico y tiende a restablecer el
espesor uniforme en la capa. La segunds hipbtesis, difieil de ob-
servarse en la prdctica, es condicién casi necesaria pars la pri-
mera ya que eventuales fenfmenos de flotacidn o precipitacidn de
fase S en la fase L pueden modificar las condiciocnes geométricas,
por una parte; por otra parte, evita tomar en cuenta efectos tales
como dilatacidn, pesible aparicién de uns terceras fase de vapor en
el gsistema o formacidn de cavidades en la fase 5.

En la fig-2 se da la nomenclatura a usar en el trabajo y
la dependencia de los campos de temperaturas con las variables ese-
paciales, teniendo en cuenta las simetrfas implicadas y los Biste-
mas de coordenadas elegidos. La ecuacidn del calor toma para cada
cago (n = 0,1,2) la forma

H 2 /r"dT = Yo re
Q_i*-f;:?r(r E:‘r) = GE G ek .

donde of = k/cf , el asterisco se usa para identificar las coordena-
das de la superficie de separacifén de fases y r corresponde para
cada valor de n & una coordenada de tipo distinto, segin se dije.
Para el caso n = 0, 8e puede estudiar sdélo la solucién pars r>0
pues por razones de simetris T(-r,t) = T(r,%).

las condiciones de contorno son, para n = 0,1,2 indistinta-
mente
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=T, (2)

7 LI o (3)
ar
Sonde r*= drt/it y
en =R {k‘E:'i o bien k%;—E-‘h(’Er-T;g) {45,&]

segin se trate del caso de transferencia de calor a) constante o
®) convectiva,

Antes de resolver los campos de temperaturas, conviene men-—
clionar gque el estudio de la licuacidn del mef durante el perfodo de
scumilacidn es del todo andlogo al presente =i ae supone gue el me-
canismo de trasmisidn del calor en ls fase lfquida es dnicamente
-2 zonduccidn; en el caso de considerarse la conveccidn del 1{quido
=l problema cambia radicalmente. En la generalidad de los casos 1la
~icuscifn se produce mds répidamente que la solidificacidén,

3= andlipis y solucién de las ecuaciones:

Introduciremos ahora variables adimensionales, indicando
con 2 0 b las que correspondan a los mecanismos de transferencia
de calor constante o convectiva:

a kil TawT ) 8 o 1T E'Ef.‘.':,;'

%- ;Ea XS T e ’
¥ * t

?=£}?=£;£= RE (8

¥ definiremos los nimercs adimensionales de Stefan

Sﬂ= _':(_.._Eﬁ_ ’ 5,5 =. & frTr::l— Teo) (?a;a})

a=_bﬁi (8)

¥ de Biot

-on estas variables y pardmetros adimensionales (1) se puede escri-
oir (para los casoa a o b indistintamente)
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b en (? erz.éfj (9).

Atacando el problems matemitico de un modo més general, buscare-
mos la solucifn de (9) para cuslguier valor del fndice n, por un
método aproximado, las condiciones de borde para (9) son

. g=0 i (o)
= 05 2g-
21 S (1)

=t 20 _ ; 20
en 9= f{e)ﬁ%,,_f o bien E?JEP_ :Eﬁr{_f?wj (12a,6)

donde %cnrreapmde a 95 para T = Tw{a sea,1= 13z

Definimos la variable £ = £ ( 7 /) [F])por 1a integral

1 In (0/0% fn=1)
ﬁz/x'no{x = T ,?

- i (13),
?* ﬂiq [’?:t'-(f -J ?ﬁ ru] s )
{ 2

E es 1a solucién de la ecuscibn 7 ﬁ(‘?ﬂg‘g):ﬂ, que para n .= Q,
1,2 &8 la ecuscidn de Laplace a todo el espacio, con fuente de
canpo plana, lineal y puntual respectivamente, y tiene por punte
de refaerencis a !'E*pueaﬁf?‘,rﬂ:ﬂ . Usando (13) se pusde expresar (9)

0 _ 1 Fo , 7" 28
25 ~ g7 ofF g OF e

donde ?=Pj(ﬁ,1§); ?ﬁ= ?*fﬁ.} ¥ 82 usa @para indicar la dependencia

explfeita de @ :unfy F 1 @:@fﬁjﬁj.-': gf?fﬁ,ﬁl -""::).

Propondremos como solucifn de (14) el desarrollo en serie

de potencias 50 3
O =2 Gr)§ (e
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~&= condiciones de borde (10) y (11) se eseriben ahors

§=0
en f:ﬂ *#7.¥
0__171 ’

2f S

F aplicadas a (15) permiten nbtmar ¢, ¥ C,

*ﬂ
Cl=a 2 ﬂf“'iji rﬂ;}.
Seemplazando (15) en (14) se tiana

Eé.F‘}F’ e, ili-0f" 24 metst o aw)

il
25 smumas se extienden entre O e cosalve indicacidén en contrario,

For otra parte, segin (13) 2§
e
(n=1)
T
= 27 I"f{le' ¥

?zn [?#H-'ﬂi (n _ﬂf]?‘i’-"?‘ L)

srpresiones que admiten el desarrolle em serie (polinemio si n =

= =1,0,2 § 3}
b o E
o IZAI_{..Jf'
=2alvo en los casos OQ<n<l [qua no trataremos agui). Los coeficien-
tes A, som: %’iﬁ T )
g ]
A

R (19)
Al u.n)t TGT / ’

Ll f.ﬂlL.ih{_.;t] ’,E#‘nfﬁ-ﬂﬂ (n#1)

de modo gque

L Ze;ili-nf L = T A sr:-;;f‘f TIA L Gili-ngh

'2: tjh’. ;jfj ”)E

199



donde e ha hecho uso del fndice h = i + J = 2 y de 1a propiedad
de fndices mudos de h e i. Con esto, (17) se escribe

f_jéfﬁ! %{%Zj(j—f)ﬂjﬂf_jﬂ);u _iz_?i!ﬁ cz.ﬂfiq»ufi

¥ resulta la relacidén de recurrencisa

- ¥
; ] Ay +_,.? (i+t) C.

L j=2 g f—J-l-.E ?*ﬂ I+ ’

de dondea
#dTH .

) 1 i ) L )
'Cfﬂ- T T { Ci -T{T?-ﬁ (I+1) Ef“-j.zi J{f' U Ejﬂi-jw'-i (20

| LR .
mues por (19) A= fﬁ + Usando (16), para 1 = 0 se obtiene

(i Wy

25
Para 1 = 1 es _—
_ ("% I
"'a-‘Tg—“*?j‘“"?_*_?*} A
De esta manera resulta para los casos a) o b) indistintamente
S6q.R) == QT INE QAN + 5 (7 E - - (aa)

r #
donde ? = ? {5] « E8 notable el hecho de que se ruede expresar

A N ) » . Ak TR
56= Z L2 iV 005757 ) -

= exfn[..?ﬂ?*ﬁ(?‘?f)}_ { + ﬂf—;???f f?)

* i* A i
Jue conduce, en caso de ser el término {?(T,q ,7 ,“.} despreciable,

8 la férmula (que satisface (10) y (11))

SO = exp -7 g (09 -1 (23)
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sst= expresidn serd utilizada mds adelante, por su sencillez, pa-
= aproximar los resultados buscados. Apligquemos ahora la condi-
=i5= (12a,b) a (22); resulta

5 =_(?#ﬂjﬁj+ {'r!ﬁﬂfinjlﬁ(t?ﬁ)_ . {346}
ye1- 5 [0+ 2 (7] E U7 ]} =
?'}+f?*”?*.3/£(1‘,?}~.,. (% 5).

_,snrauiando términos de ﬂr&en guperior a los indlcadoz, tenemos
~aaciones cuadrdticas En.? que al ser regueltss dan

f 38,
? "[1+/1+%8, 5079 ] (255,b)

s L
¥

[
-

25,56

11585 ()94l 850,17+ 49, BI5(0I+ 5 £ 0097 ]]

ionde la eleccifn del signo de la raiz responde a quef[ < 0. En es-
= expresidn se ve claramente que la condicidn para pasar del caso
5) a1l a) es tomar condicionado a S,8 = octe = 5, (es decir,
.eaplazdndose en Bf plano 5 B sobre la hipérbola 5.8 = ctel.

e

la convergencia de las series (22) y (24a,b) determina la
existencia de la solucidn. Usando (13) y (2%a,b) es inmediato de-
terminar el tiempe que demors el frente de congelamiento en llegar
= la posiciénm 1*:

*
F = fg{?”‘;z > /*fig (26).

-

12 funcifn inversa de Ssta da f) = #fﬁjf sue reemplazada en (27) o
23) da el campo de temperaturas fJ=fpn £k ZL flujo de calor al exte-
rior para Bl caso b) viene dado por (12b):

204 - B[1- 61 %)

a1

& iemds Q:"{, )= E‘H s &8 decir la temperstura de extraccifn del calor.
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Ia %ﬁccidn de masa sdlida sobre la masa total del mef es f = l =

-r‘I’ = f(F ). sdemfa, (26) permite hallar el tiempo de congela-
eibn total F (p).

4~ Resultados anal{ticos:

la expresifn (26) comduce a integrales resclubles analfti-
camente en los casos n =0 (a y b) ¥y n =1 (a). En los restantes

casos es necesario realizar integracién numérica. Los resultados
gson : '

%
=0,
N e rzis;{é‘%“‘?t' +[480-79+1] - f} s
n=0,b) s / A { / 1+8(1-9%
o _— — i —_—— f
‘40 al{m " +""'+3'55) 25,7 48, [+

+8(1-97) + [1+23, /ﬂ +8(1-99]- (fngffa) _z—;’n{m -

; fn[HE ﬁ-?*) +/("f+5r'f~?*fﬂ‘}2— :E&_JB (2%)

1+25,

Ef’?*):— %ﬂ[ﬂ- ?‘Fl{?+/i‘—43ﬂ In?*',,’]—j-g mf&}
[erf(/E —Zh) - )] B0

En el primero de estos casos, definiendo ﬁtﬁﬂ,ﬂﬁ*f}ﬂae obtiene una
ecuacifn cubica que una vez resuelta da en forms explfeita lir"'. (7

La ecusecidn (29) reproduce el resultado de Shamsundar ¥ Sparrow.

Es interesante notar que para § — 0, los resultados (27),
(28) ¥ (29) en {r_-.. 0 conducen a las férmulas asint&ticas

N=0 a,uJ [fir';{ﬂ.al 2 L

4 )\%_..a S,
= b E{o) ot i {
Z q’ ) (ﬂ{rﬂ ’33&_“':[ "S-E- {Elr % f )
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I = = Fﬂ o J_ -
N={, ) § ”{.J%%_.;; ) ;

s=%0 es obvio por ejemplo para (27), bastando aproximar para S pe-
susfio (45+1)'=1+6S, En los restantes casos, usando (26) con las
sxpresiones asintéticas de (25a,b)

S
?l\‘

5 S, B

L B E(LY)]

=S / f’?#)s-a

ie donde resultan las férmulas asintéticas (vdlidas paran = 0,1
4 2)
{

4 rﬂ-ﬂ-l'} \5::] {593’&}
f { {

b E T e el ——

) {E{M‘Eﬂéao i) S, {.a + E)

Te sstas Férmilas se deduce el tiempo necesario para el total con-
g=la=isnto del eef cuando el calor especifico ¢ es despreciable:

= ft".] = AFR
s

L) { = X r’ Rf
Rty (n+ ) K (Tp- Toa) (IJ"'E&E)

Eems oTo 08 eBperaT.

Il

t’?' fet

2e tiene

H

(EEGJ{FS

8) (R)),
ﬂ_'

(31a,b),

5= Zssultiados numéricos:

Tor razones prdcticas, la cobertura sistemdtica de los va-
Ller== posibles de los pardmetros S,, S, ¥ B se debe limitar a los
s==s0= oue con mayor probabilidad se presentan en problemas con-
s===o=; los zutores consideran suficientemente amplios los rangos

i ] 2
a) 1072 8, £ {0
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b 028,14 f2B<i0”

Como ejemplo concreto del uso de las ecuaciones desarrolla-
das, se ha tomado un caso de transferencia convectiva con 3 =0,/88, B=
=/,28L0s resultados de calcular /¥ =/§"%)/ se dan en 1a fig-3 para
les casos plano, eilfndrieo y esférico. Del andlisis de la figura
ae deduce que en el caso plano |{"| disminuye monétonsmente debido al
engrosamiento de la capa sdélida, gue dificulta la conduccién del
calor; en el caso esférico |q*| aumenta monétoramente debido al efec-
to de curvatura de la superficie de extraccifn del calor; en el ca-
so cilindrico predomina inicislmente el efecto de engrosamiento de
la capa sflida y finalmente el de curvatura. la Tig-4 muestra f=£(0")
para geometria cilindrica (n=l); la fig-5 muestra el campo de tem-
peraturas 8= f(y) pars distintos tiempos 5 (o posiciones f* del fren-
te de congelamiento) en la misma geometria; la fig-6 nuestraf=f(ely
H%thm (el flujo de calor en la superficie del eef) ¥ la fig-7
muestra Hﬂaﬂjﬂsiendu f la fraccién del mef an estado s8lido. Esta
Gltima grifica es idéntica a la que aparece en la fig-l del traba-
Jo de Shamsundar y Sparrow.

la fig-f muestra el tiempo de congelacidn totalZ{0)en fun-
cidn de 3 para el caso a), con n=0,1 y 2; es notable gue el tiempo
disminuye al asumentar n (es deecir, al aumentar la superficie de ax-
traccidn de ealor respecto del voldmen del ecf). Curvas similares
Se obtienen en funcibn de 5 para el caso b), utilizando B como Da-
rdmetro. En cualquiera de ambos casos, serfa aconsejable realizar
un ajuste parabflico por minimos cuadrados del tipo

lg [£o)] = u(igSJl-ﬂ- vipS+w

con uy, vy w=1lg x a deterninarse, y tabular estos coeficientes en
funcién de B, de modo gue

[l =x 3

la influencia del error cometido al despreciar términos de
orden superior en (24a,b) se ha estimado haciendo uso del coeficier-
te Ty dado por (21); asf por sjemplo se puede estimar el srror en &

o s &, E (1, 1%

=

g 1-_'*,-1-5_,_/&'{'7,?1‘)]_

Hecalcamos jue este valor es #6lo un estimador ¥ no una cota dal e-

[

1:.{954-".-’
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rror. EZl anfiliais de lgs formilas obtenidas y de los resultados
=uméricos ha conducido a2 estimar que el error cometide por el trun-
caziento de las series es general suficientemente pequefic (por
eiemplo, menor gque el 5% en el caso de las temperaturas § ) paras
cuslquier valor de Nen el caso n = O y paraf > 0,1 en los casos

n = 1,2; esto significa ademés que el cdleulo del tiempo de conge=
lamiento total £ (D) se ve poco afectado.

Finalmente se concluye gue el uso de la férmula (231) en lu-
Zar de la (22) pars el cdloulo de &, 5,..-3'35&;§-an acaptable dentro
ie 2 1o sumo un 5% de diferencia en las siguientes condiciones:

Caso Condicidén
3 LA

S, <(1/8)
S5 0,5

S, <(0,5/8)
Ss < 0,2
5,<(0,2/8)

fi= 0

=

o~ | b | o= |
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congelamients
total

“ig=b Wuestra ia temperatura QH:,F el flujo de calor
pen la superficie del ecf (caszo cilindrico
convectivo) en funcién del tiempo £ .

fig=-7 Muestra la temperatura 5} en la superficie del
eclf en funcidn de la fraccifn de mef en estado
ablide (eszo cilindrico convectivo).
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-

=e5

bli' 1 o

- =
Tig-0

LE _

Muestra el tiempo de congelacidn total, £E(0), en funcién
de 3 (caso de Tlujo caldrico constante) para distintas

csecmetrias, sefialadas con el valor del fndico n junto a
cada curva.

211



